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EINLEITUNG 
In seinen Arbeiten [1] und [2] verallgemeinerte Azumaya den Satz von 
Krull-Remak-Schmidt und machte ihn damit zu einem Fundamentalsatz 
der Modultheorie: Besitzt ein Modul M zwei Zerlegungen 
in unzerlegbare direkte Summanden JJ; bzw. df, derart, dal3 die Endomor- 
phismenringe End,(flgJ lokal sind fur jedes i E I (d.h. genau ein maximales 
Rechtsideal besitzen), so existiert eine Bijektion i -+ k(i) von I auf K und ein 
Automorphismus t von ilFA so, da13 ilf& = l14,C(i) fur jedes i E% 
Azumaya warf die folgende Frage auf [2, p. 1231: Besitzt jeder direkte 
Summand eines solchen Moduls eine direkte Zerlegung in unzerlegbare 
Summanden ? 
In dem Spezialfall, dal3 flfA = @+, A = ,4(l) ein freier RIodul iiber 
einem lokalen Ring A ist, ist die positive Antu-ort seit langem bekannt: 
jeder projektive Modul tiber einem lokalen Ring ist frei nach einem Satz 
von Kaplansky [1 I]. In den Fallen, dal3 M injektiv (bzw. jedes n& hochstens 
abzahlbar unendlich bzw. endlich erzeugt ist), wurde Azumayas Frage in [8] 
(bzw. in [21] bzw. in [22]) positiv beantwortet. Satz 4.2. der vorliegenden 
Arbeit gibt ein Kriterium fur die vollstindige Zerlegbarkeit eines direkten 
Summanden von il1, das den Fall, daD M quasiinjektiv ist, (also such das 
oben zitierte Ergebnis von Faith und Walker [Xl) umfaRt. 
Nun zeigt gerade das Beispiel der injektiven Moduln, daB der Begriff der 
direkten Zerlegung in unzerlegbare Moduln unzureichend ist; (fur einen 
Ring B ist jeder injektive Modul luA dann und nur dann direkte Summe 
unzerlegbarer direkter Summanden, wenn A, noethersch ist (Satze von 
Matlis und Papp, vgl. [8])). Wir wollen am Beispiel eines injektiven Mod& 
MA den in diesel- Untersuchung methodisch wichtigsten Begriff der inter- 
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direkten Summe direkter Summanden erlautern; (er entspricht dem Begriff 
der interdirekten Summe von abelschen Gruppen im Sinne von [IS]): Sei 
BiEI A[< eine maximale in dd enthaltene direkte Summe direkt unzerlegbarer 
injektiver Teilmoduln A& von AZ. Da M injektiv ist, be&t BiGI figi eine 
injektive Hiille n/i’ C n/1, also ild = &f’ @ M”. Wegen der Maximalitat 
vonI besitzt der Modul M” keinen direkt unzerlegbaren direkten Summanden. 
Allgemein nennen wir solche Moduln, bzw. die zugehorigen Idempotenten 
“total imprimitiv.” Der Modul 21!Y liegt zwischen oisl hCr, und &I &Ii , 
da niel Agi injektiv ist. Wir nennen solche Moduln “interdirekte Summen 
direkter Summanden,” (jedes A!Ii ist such direkter Summand M’e, von M’) 
und schreiben M’ = Si,{ M’ei . Im Unterschied zu den Symbolen @ und J-J, 
die als Extremfalle von S aufgefaDt werden kiinnen, ist S kein eindeutiges 
Symbol. Gerade in dieser Tatsache aber liegt seine ZweckmaBigkeit 
begrtindet: sie erlaubt einen flexiblen Ubergang von einer Darstellung 
M’ = Sic1 ill’ei zu Darstellungen des Endomorphismenringes 
BB = S Be, und B, = S e,B 
&I iPI 
mod B, = {b E B, e,b = 0 fiir alle i ~1) (vgl. Prop. 3.3.) als interdirekte 
Summe direkter Summanden. 
Jeder (quasi-) injektive Modul MA besitzt eine eindeutige Darstellung 
der Form M = Sisl ilfee, @ Me derart, da8 gilt: 
(i) Me, ist uniform fur i E 1, 
(ii) Afe ist total imprimitiv, 
(iii) Giel Afei @ Age ist wesentlich in M. 
Dieser Satz, der nahezu bekannt ist (vgl. [14, Theorem 4.5.1, sowie [19]), 
la& sich als Spezialfall aus der folgenden Verallgemeinerung des Satzes von 
Krull-Remak-Schmidt-Azumaya gewinnen (Satz 6.1.): Besitzt ein Modul 
eine Darstellung A,fA = Siol fifei als interdirekte Summe direkter Summanden 
fifei derart, dal3 oisl lllei wesentlich in M und End,(Afei) ein lokaler Ring 
ist fur jedes i E 1, so ist die Darstellung eindeutig (im Sinne von Satz 6.1.). 
Es gibt grol3e Klassen von Ringen, die sich als interdirekte Summe direkter 
Summanden darstellen lassen. Besitzt z.B. ein Ring A hijchstens abzahlbar 
unendlich viele halborthogonale Idempotente (Definition in l.), so gilt 
A, = S e,A, 
iEI 
e&l einfach oder total imprimitiv, in jedem der drei Falle (a) A regular, 
(b) A halbartinsch und Ra A = 0, (c) A primitiv und So A f  0 (Satz 4.13.). 
1st ein Ring .A = Siel Aei interdirekte Summe einfacher direkter Sum- 
manden Ae, , so ist A subdirekte Summe primitiver Ringe mit von Null 
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verschiedenem Sockel. (Folgerung von Satz 4.10.). Dieser Satz fiigt sich 
zwischen den Satz von Wedderburn-Artin iiber halbeinfache artinscbe 
Ringe und den Satz von Jacobson iiber die Darstellung halbeinfacher Ringe 
(Ra A = 0) als subdirekte Summe primitiver Ringe. 
Herrn Professor Dr. Cohn bin ich fur eine Reihe von Hinweisen und 
Richtigstellungen zu Dank verpflichtet. 
1. lM~xIivm2z MENGEN ORTHoGoNALER IDEMPOTENTER 
Es ist ein klassischer Gedanke, die direkte Zerlegbarkeit eines i\loduls 
duch bestimmte Elemente des Endomorphismenringes zu beschreiben: die 
Projektionen oder Idempotenten, d.h. Elemente e mit der Eigenschaft ea = e. 
Denn zu jeder direkten Zerlegung M = Al, @ Ma existiert ein Idempotent 
e aus B = End(nfA) mit Mr = Me und M2 = M(l - e), und umgekehrt 
ist M = ,Ve @ M( 1 - e) fiir jedes Idempotent e E B. Zwei Idempotente e, ,f  
heil3en orthogonal, wenn ef = fe = 0 ist; z.B. sind e und 1 - e orthogonal. 
Ein Idempotent e heiRt primitiv, wenn aus 
e = e, + e, , e12 = e, , ez2 = e 2, e,e, = eeel = 0, 
folgt e, = e oder es = e. d.h. wenn sich e nicht in eine (echte) Summe 
orthogonaler Idempotenter zerlegen la&; e ist dann und nur dann primitiv, 
wenn Me direkt unzerlegbar ist. 
Sei E = {ei , i ~1) eine Ril[enge paanveise orthogonaler Idempotenter 
aus dem Endomorphismenring B = End(n/l,) eines Moduls M.., . Dann 
existiert ein Homomorphismus 
der jedem m E ltlc das Element JJiEI mei zuordnet. Wir mollen den Kern 
Ker f  von f such den Kern von E nennen und mit Ker E bezeichnen, also 
vz E Ker E * me, = 0 fur alle i E 1.Ist Ker E = 0, dann ist ~1l ein Zwischen- 
modul zwischen elEI Me, und JJie, Me, . Umgekehrt gibt es zu jedem 
Zwischenmodul M 
@M&MC~Mi 
&I iSI 
paarweise orthogonale Idempotente ei aus B mit Mi = Mei . Denn ist 
niEI Mi = Mi @ Mi’, so ist M = Mi @ (M n Mi’). 
DEFINITION. Ein Modul M heil3e interdirekte Summe der direkten 
Summanden Mei (Bezeichnung: M = Sic, Me,), wenn es eine l&Ienge 
E = (et , i ~1) paarweise orthogonaler Idempotenter aus End(MA) gibt mit 
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Ker E = 0. 1st insbesondere mei = 0 fur fast alle i E I und jedes m EM, 
so werde L$f = GiEI Mei geschrieben. 
PROPOSITION 1.1. Sei E = (ei, i E I} eine maximale Menge paarmeise 
orthogonalev Idempotente-r eines Moduls M. Existieren zu jedem m E M hiichstens 
endlich zriele i E I mit mei = 0, dann ist M = GiEI Mee, . 
Beweis. Sei e der Homomorphismus m -+ JJiGr mei = me, dann liegt 
me in M nach Voraussetzung, also ist e ein Endomorphismus. Ferner ist 
ea = e, also (1 - e)z = 1 - e und (1 - e)ei = 0 fur alle i E I. Aus der 
Maximalitat von E folgt daher 1 - e = 0, d.h. 1 = e. Also ist Ker E = 0 
und M = SiFl fifei = @jiEl Mei . 
PROPOSITION 1.2. Sei E = {ei , i E I> eine Menge paarweise orthogonaler 
Idempotenter aus B = End(ilIA), M = M/Ker E; dann exist& eine 
maximale Menge E = {z~ , i E I} paarweise orthogonaler Idempotenter aus 
B = End(aA), so daJ 
M= SMe, und Mei N Me, . 
iE1 
Beweis. Jedes ei E E liefert eine direkte Zerlegung 
M = Mei @ M(l - ei). 
Module Ker E bleibt diese Zerlegung direkt, denn angenommen, 
me, + m’( 1 - ei) E Ker E, 
so ware 
(me, + m’(l - e,))ei = 0, 
also mei = 0 und nt’(l - e,) E Ker E. 
Sei i;i die Projektion von M auf fi@& und .i? = {i& , i E I}, dann ist - -- 
Mei = Mei . Da Ker E n Mei = 0, ist der Homomorphismus Mei + Ai 
ein Isomorphismus. Die ci sind orthogonal, denn es ist 
--- _- - 
M eiek = Meie, = Meiek . 
SchlieDlich ist i? eine maximale Menge orthogonaler Idempotenter, da 
Ker E = 0 ist. 
Es stellt sich die Frage: geniigt es, primitive direkte Summanden eines 
Moduls M zu betrachten, abgesehen eventuell von einem Restmodul, der 
keine direkten Summanden von M enthalt ? Andernfalls mu&e es Moduln 
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geben, die keine primitiven direkten Summanden besitzen. Beispiele fur 
solche Moduln sind (von Neumann) regulare Ringe A mit 0-Sockel, aufgefaBt 
als A-Moduln A, (vgl. Prop. 4.6.), z.B. A = KN/So KN, wobei f;i’ ein K&per 
und K” dae Cartesische (Ring-) Produkt iiber der Indexmenge N der 
natiirlichen Zahlen ist; oder A = B/So B mit B als dean Endomorphismen- 
ring eines unendlichdimensionalen Vektorraumes. 
DEFINITION. Ein Idempotent e E End(A1aJ) bzw. ein direkter Summand 
fife heiDe total imprimitiv, wenn lclce keinen direkt unzerlegbaren direkten 
Summanden #O besitzt. Ein Ring A heiBe total imprimitiv, wenn der 
Modul A, total imprimitiv ist. 
Nach dieser Definition ist such der 0-Modul total imprimitiv, wodurch in 
manchen der folgenden S&e miihselige Fallunterscheidungen erspart 
bleiben. 
Ein Modul ist dann und nur dann total imprimitiv, wenn sein Endomor- 
phismenring total imprimitiv ist (vgl. Lemma 3.2.). Ein Ring ist dann und nur 
dann total imprimitiv, wenn er aul3er 0 kein primitives Idempotent besitzt. 
DEFINITION. Eine Menge E = (ei , i ~1) von Idempotenten hei& 
halborthogonal, wenn I wohlgeordnet und eiek: = 0 ist fiir i > K. 
PROPOSITION 1.3. Sei E = (e, , e, ,...> eine endliche oder abziihlbar 
unendliche Menge halborthogonaler Idempotenter eines Ringes B = End(iW,J. 
Dann existiert in B eine Menge E’ = (e,‘, ei,...) orthogonaler Idempotenter 
mit Ker E = Ker E’ und Mei = Mei’ fiir i = 1, 2,... . 
Beweis. Setze e,’ = e,. Seien e,‘,..., e,’ paarweise orthogonale Idempotecte 
mit KerCe,‘,..., e,‘> = Ker(e, ,..., e,>, #Iei’ = Me, fur i < n und (e,‘, es’,..., e,‘, 
en+, ,...I ) halborthogonal. Setze 
, 
enfl = en+, - (el’ + ... + e,‘)e,,, . 
Dann ist 0 = ek+,ei’ = e,‘eA+r fiir i < 7~ und ek,, idempotent. Ferner ist 
Ker{e,‘,..., e A+1} = Ker{e, ,..., en+3. Urn iWeL+l = 1cle,+1 zu zeigen, setze man 
e,’ + ... + e,’ = e’. Dann ist me;,, = m(1 - e’)e,+, E Menfl und wegen 
e,+,e’ = 0 
me,,, = me,+,(l - e’)e,+, = men+le~il E lWek+, , 
also flle~,, = iWe,+1 . SchlieRlich ist die Menge {e,‘:..., eh+r , e,,, ,..,I 
halborthogonal. Zu jeder Teilmenge Q = {e, ,..., e,> von E existiert also 
eine Menge orthogonaler Idempotenter E,’ = (e,‘,..., e,‘) mit Ker E, = 
Ker E,‘. Ferner ist E,‘C E,’ C . . . . E = Uz=:=, E, , E’ = (JIzl E,m’, also Ker E = 
no==, Ker E, = fiL1 Ker E,’ = Ker E’. 
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PROPOSITION 1.4. Seien E’ = (el’, Q’,...) und F’ = {fi’,fi’,...} abziihlbare 
Rlengen paarweise orthogonaler Idempotenter und fiek’ = 0 fiiy alle (i, 12). 
Dam exist&ma paarweise orthogonale Idenzpoterlte G = {e, , e, ,..., fi ,f2 ,...} 
mit Ker G = Ker(E’ u F’). 
Beweis. Ohne MiBverst%ndnisse zu befiirchten, bezeichnen wir Gil, ei 
mit en und zrclfi mit f  n fur n = 1, 2,... und beweisen durch vollstandige 
Induktion nach n: Die Elemente 
fj = fj’ - (ej-1 +fj-l)fj’, 1 <j<% e” =f” = 0, 
ej = ej’ - ej’(&l +fj>, 1 <jbn, 
bilden eine Menge paarweise orthogonaler Idempotenter 
G, = {el ,.-., e, ,fi ,...,f,J 
mit den Eigenschaften 
(i) ejei = 0, 1 < j < n, k > n, 
(ii) f,Jj = 0, 1 < j < n, k > n, 
(iii) Ker G, = Ker{E,’ u F,‘), wobei E,’ = (e,‘,..., e,‘} und F,’ = 
~fi’Y~!fn’>* 
Die Behauptung ist richtig fur n = 1: fi = fi’, e, = e,’ - e,lfi , also ist 
G1 = {el , fJ eine Menge paarweise orthogonaler Idempotenter; ferner ist 
eleF;’ = 0 fur k > 1 und fk’fi = 0 fur k > 1, also (i) und (ii) richtig fur 
n = 1; schlieBlich gilt (iii) fur n = 1: aus xer = xfi = 0 folgt xer’ = xel’fi , 
also durch Multiplikation mit e,‘, xe,’ = 0, andrerseits folgt aus xei’ = xfi’ = 0 
sofort me, = xfi = 0, d.h. Ker(e, , fJ = Ker(e,,‘, fl'}. 
Sei bereits gezeigt, daB G, eine Menge paarweise orthogonaler Idem- 
potenter ist, die (i), ( ii und (iii) erfiillt. Wir zeigen: dann ist dies such der ) 
Fall fur Gnfl: 
fzk+, = (f ‘,+I - (e” +f”)fh+J(f h+1 - (en +f “)f6+d = fn+l , 
da 
f  hfl(en + f “) = 0 wegen (ii) und f  k+lej 
= f  k+,ej’(...) = 0 fur l,(j<n. 
e2,+, = (ek+l - eh+l(en +f”“))(f$+, - ek+# +f”“>) = ’ enfl s 
da 
(e” +fn+l)ek+l = 0 wegen (i) undfjeh,, 
= (...)fj’e:+, = 0 fur 1 <j\cn+l. 
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da 
da 
fn+lfj = (...)f’,+Jj = 0 nach (ii), 1 <j<% 
f,,,ej = (...)fg+lej’(...) = 0, 1 <j < r1. 
fjfm+l = fX.L -- (en +f”lLl) 
=hfk+1 -fjfL = a 1 5<j<71n, 
ejf,+l = edf Ll -- (en +f “)f Ld 
-- eJ L+1 - ejf L+1 = 0, - 1 <j <II. 
e .+A = (eLl - ek+den +fnmtl)h 
= eb+,ej - e’ .+lej = 0, 
f  .+,ej = 0 bereits gezeigt, 1 <j<n. 
enflfi = (eL - ei+den +f “+l))fj 
= e’ n+lh - &+A = 0, 
fn+lfj = 0 bereits gezeigt, 1 < j f 71, 
e?e,,~r = ejei+r(...) = 0 nach (i), 1 <j<TL 
fjenil = (...)fj’eh,,(-.-) = 0, 1 <j<ti+l. 
es+lfn+l = (4z+l - eLIV + f  “‘7)fntl 
= e’ n+lfn+l - ek+lfn+l = 0. 
Also ist G,,, = (er ,..., e n+l , fi ,...,&} eine Menge paarweise orthogonaler 
Idempotenter. Es werde nun gezeigt, da6 die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) 
fur G,+r gelten. 
!i> 
ejek’ = (ej’ - ej’(erml + f  j))er’ = eS’eb’ - ei’&le,‘, 
da 
fje,’ = (...)fj’e,’ = 0, eitek’ - e,‘&-le,’ = ej’ej-le,’ = 0, 
fur 1 < j < ?z + 1, K > n + 1, nach Induktionsvoraussetzung (i) fur G, . 
(ii) 
da 
fk;fi = fk’(h’ - (ej-l +fj-l)fj’) = f;fj’ - fF;f j-lfjl, 
fJz’ej = fk’ej’(...) = O,f&‘f! - fifj-lf’ _- fkIf’-yf’ = 0, 
ftir 1 < j < n + 1, k > n + 1, nach Induktionsvoraussetzung (ii) fiir G, I 
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x E Ker G,+i 3 Xej = Xfj = 0, 1 <j<n+1. 
xfn+l = 0 3 xf ‘,+1 = x(en + f  “)fA+l = 0. 
xe - 0 13 xe6+1 = xebtl(en + f  n+l) = 0 n+1 - 
nach Multiplikation mit ei+r , da e;E+& = eb+lfj'(*.*) = 0, 1 <j < TZ + 1, 
und ejed,, = 0 nach (i). Da nach Induktionsannahme 
Ker G, = Ker(E,’ v F,‘), 
ist xej’ = xfj’ = 0, 1 < j < n, also x E Ker{EA+, V Fk,,}. 
Sei andrerseits x E Ker{Ek+, u Fk+,}. Dann ist nach Induktionsvoraus- 
setzung Ker G, = Ker{E,’ v F,‘}, also xej = xfj , 1 < j < ~2. Ferner 
xfn+1 = xf A+r - x(en + fn) f  L+r = 0 und xe,, = xe,+r(*..) = 0, also 
x E Ker G,+r . Also Ker G,,, = Ker{EA+, V Fk+l}. Also ist G, fur alle n eine 
Menge paarweise orthogonaler Idempotenter mit (i), (ii) und (iii). Da 
G, C G, C ,..., folgt wie in Prop. 1.3. die Behauptung. 
KOROLLAR. Mit den Be,zeichnungen von Prop. 1.4. gilt: 
fi fi’ = fi 9 fi’fi = fit, ’ e, ei = ei , eiei I- ’ - ei , i = 1, 2,... . 
Bezoeis. 
f&J = (...)fJ;’ = f& 
fi’f = fi’(fi - (ei--l + f  i-l)fi’) 
= fi’ - (fiy-l)fi’ = fl wegen (ii); 
e,‘e, = e,‘e,‘( *-.) = ei; 
eiei’ = (e,’ - e,‘(ei-l + f  i))e,’ = ei’ - ei’(ei-lei’) = e,’ wegen (i). 
DEFINITION. Eine Menge E’ = (e,‘, i ~1) von Idempotenten aus dem 
Endomorphismenring B eines Moduls ill, h&t orthogonalisierbar, wenn 
in B eine Menge E = {ei , i ~1) orthogonaler Idempotenter existiert mit 
Ker E’ = Ker E und Bej N Bei’ fur alle i E I. 
SATZ 1.5. Jede abziihlbare halborthogonale Menge Idenzpotenter aus 
B = End(MJ ist orthogon&.sierbar. 
Beweis. Sei E = {ei , i l 1} eine maximale Menge halborthogonaler 
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Idempotenter aus B. Wir beweisen durch transfinite Induktion nach der 
Qrdnungszahl 01 = a(I) der wohlgeordneten Indexmenge 1, daB E 
orthogonalisierbar ist. Induktionsvoraussetzung: alle Mengen {ei , j E j> 
halborthogonaler Idempotenter mit /3 = /3(J) < a sind orthogonalisierbar. 
1. Fail. Es existiert 01- 1, d.h. E = El u {eJ, wobei El = {ei , i < a - 1). 
Nach Voraussetzung la& sich El orthogonalisieren zu E,’ = (el’> es’,...). 
Wegen Ker El = Ker El’ ist e,e, = e,ei’ = 0. Dann ist 
E* = (ei* = e,’ - ei’e,; i = 1, 2,...) u (e,) 
eine Menge paarweise orthogonaler Idempotenter. Ferner ist Ker E* = Ker E 
und e,’ = e,*ei, eirei* = e,*, also Bei’ N Bei* [IO, Kap. III, $7, Prop. 31, 
2. Fall. (Y ist Limeszahl. Dann existiert eine Ordinalzahl x < a, so 
da13 01 Limes der Zahlen x, x + 1, x + 2 ,... ist. Sei Er = (ei , i < x> und 
Es = (ei , x < i < a}, also E = El u E, . Nach Voraussetzung IaRt sich 
I& orthogonalisieren, ebenso Ez nach Prop. 1.3. Dann la& sich nach Prop. 1.4. 
und dem Korollar such E orthogonalisieren. 
2. QUASIINJEKTIVE UND INJEKTIW ~VIODULN 
Quasiinjektive Moduln sind eine Verallgemeinerung der injektiven 
Moduln: Ein Modul M hei& injektiv, wenn fur zwei beliebige Mod&n 
N’ 2 N jeder Homomorphismus von N’ in 11f zu einem Homomorphismus 
von N in M fortgesetzt werden kann. Moduln, die dieser Bedingung lediglich 
fiir Ai = M geniigen, heil3en quasiinjektiv. Jeder Modul lvA besitzt zwei 
bis auf iw-Isomorphie (das ist ein A-Modulisomorphismus, der die Elemente 
von ii/l’ festlHl3t) eindeutig bestimmte iMod& iv C Q(Atr) SI(&), die 
minimale quasiinjektive Erweiterung Q(AJ) von ,!!I oder die quasiinjektive 
Htille, und die minimale injektive Erweiterung 1(114) von 1ZI oder die injektive 
Hiille (vgl. [A). Die quasiinjektiven Teilmoduln eines injektiven Moduls I 
sind gerade diejenigen A-Moduln, die zugleich B-Mod& sind fur 
B = End[l,), d.h. die (A, B)-Doppelmoduln &fAs, . 
Ein Vorzug der quasiinjektiven Hiille gegeniiber der injektiven Hiille ist, 
daf3 Q(M) kleiner ist, z.B. ist Q(ilS) = A1 fiir jeden halbeinfachen Modul A? 
Quasiinjektive und injektive Moduln haben viele wichtige gemeinsame 
Eigenschaften, z.B.: jeder direkt unzerlegbare quasiinjektive ModuI ist 
uniform (d.h. zwei von Null verschiedene Teilmoduln haben einen von Null 
verschiedenen Durchschnitt), der Endomorphismenring eines solchen 
Mod& ist lokal (vgl. [17, p. 501). 
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LEMMA 2.1. Die injektive Hiille I(M) eines quasiinjektiven Moduls M 
besitxe eine Darstellung 
I(M) = S I(M)e, 
iel 
als interdirekte Summe direkter Summanden. Dunn ist 
M = S Me, 
id 
und Mei = I(M)ei n M. 
Beweis. Sei B = End,(l(ilJ)). Dann ist nach Prop. 3.3. B = SiEr Bei und 
MB = ill, da M quasiinjektiv ist, also lid = Sisl iWei . 
DEFINITION. Fine Menge {Ni , i E I} von Teilmoduln eines Modules M 
heil3e unabhangig, wenn fur den durch die Ni erzeugten Teilmodul N van M 
gilt N = Giel Ni . 
Bemeykung. 1st E = {ei , i E I} eine halborthogonale Menge von Idem- 
potenten, so ist die Menge der Teilmoduln {nli = ille,, i E I} unabhangig. 1st 
ferner Ker E = 0, dann ist die Abbildung f: m --f nIie, mei , m E ill, ein 
Monomorphismus von M in niel n/r, , also, mit der kanonischen Injektion j: 
Trotzdem ist ll4 nicht notwendig Zwischenmodul von @ und n, da f nicht 
notwendig eine Fortsetzung von j zu sein braucht. 
SATZ 2.2. Jeder quasiinjektive (injektive) Modul M besitzt eine Darstellu?zg 
M = S Me, @ Me 
icl 
a.5 interdirekte Summe quasiinjektiver (injektiver ) direkter Summanden mit 
den Eigenschaften 
(1) Mei ist uniform fiir jedes i E I, und Me ist total imprimitiv; 
(2) ow Mei @ Me ist wesentlich in M. 
Ist nf = skEK n4-fz 0 nff eine andere Darstellung mit den Eigenschaften (1) 
und (2), so eristiert eine Bijektion i 3 k(i) von I auf K und ein Automorphismus 
s von M derart, da@ (Me& = Mfkti) , i E I, un.d (Me)s = lLlf. 
Beweis. Sei M zunachst injektiv und {fill, , i ~1) eine maximale 
unabhangige Menge primitiver direkter Summanden von B!. 1st M’ maximale 
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wesentliche Erweiterung C M von Giel Mi , so ist 111’ (eine) injektive Hiille 
von Biel fi/r (vg1.z.B. [4, $2, Ex. 18e, S. 269]), also M = M’ @ M”. M” ist 
total imprimitiv wegen der Maximalitat von 1. Der Modul niel Mj ist 
injektiv. Sei M* maximale wesentliche Erweiterung von oiGl A!& in nIIEI A&, , 
dann ist AR* = M’ nach dem eben benutzten Satz. Also M’ = siel Mei mit 
orthogonalen Idempotenten ei und Meei = Mi I und somit M = sic1 Me, @ M”. 
Hieraus und aus Lemma 2.1. folgt such die behauptete Darstellung fur 
quasiinjektive Moduln. Die Eindeutigkeit der Darstellung folgt aus 
Theorem 4.5. von [14] oder Satz 6.1. dieser Arbeit. 
3. ENDOMORPNISMENRINGE INTERDIREKTER SUMMEN 
DIREKTER SUMMANDEN 
1st M ein Modul, e ein Idempotent aus B = End(MJ, so bewirkt e nicht 
nur die direkte Zerlegung von AfA = Me @ M(1 - e), sondern such von 
gB = Be @ B(l - e) und B, = eB 0 (1 - e)B. In vielen fj‘berlegungen, 
die direkte Zerlegungen von Moduln betreffen, kann man statt des A-Moduls 
Me die B-Moduln Be oder eB betrachten und ihre Links- und Rechts- 
idealeigenschaft und Projektivitat ausnutzen. Insbesondere ist das zweck- 
m&g, wenn man sich fiir den Endomorphismenring von Me interessiert, 
denn es ist 
LENnVX 3.1. Hom,(Me, Mf) N_ eBf E Hom,(Be, Bf); imbesondere 
End,(Me) II eBe N End,(Be). 
Zwei direkte Summanden von M sind genau dann isomorph, wenn die 
entsprechenden direkten Summanden von B, isomorph sind: 
LEn,nvrh 3.2 (Fitting). Die folgenden Bedingupigen sind iiguivalent: 
(a) Me ct Jtf, 
(b) Be N Bf, 
(c) eB rzfB. 
Bezmis. (a) + (b) bzw. (c). Der Isomorphismus Me -% A/rf besagt, da13 die 
Sequenz 
O-+MeSMf~O 
exakt ist. Daher ist die Sequenz der Z-Moduln 
0 -+ Hom(M, Me) s Hom(M, AIf) + 0 
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exakt, wobei Hom(1, s) die Rechtsmultiplikation mit s bedeutet ([4, $2, 
no 1, Th. 2]), bzw. die Sequenz 
0 + Hom(nirf, n/r) m Hom(lC(le, M) + 0, 
wobei Hom(s, 1) die Linksmultiplikation mit s bedeutet ([4, $2, no 1, Th. 1-j). 
Dann ist aber such die Sequenz der B-NIoduln exakt, also Be N Bf bzw. 
eB N fB. 
(b) 3 (a). Sei s : Be ---f Bf ein Isomorphismus von Be auf Bf und 
es = bf. Dann ist es = e2s = e(es) = ebf. Seifs-1 = fb’e, dann ist e =L ess-1 = 
(ebf)s-l L= eb(fs-l) = e(bf)(b’e). Entsprechend ist f  = fs-% = (fb’e)s = 
fb’(es) = fb’(ebf) = f  (b’e)(bf). Al so ist die Einschrankung von (bf)(b’e) auf 
ll&e die Identitat auf &fe und die Einschrankung von (b’e)(bf) auf &g die 
Identitat auf Mf, also sind bf : Me + Mf und b’e : Mf --+ iVe Isomorphismen. 
PROPOSITION 3.3. Sei Al, = sic1 Mei. Dann gilt gB = SiEI Be, fiir 
B = End (M,J. Ist B, das Rechtsideal {b E B, Ker b > GiEI Me<}, so ist 
B, = SiEI e,B mod B, . Insbesondere ist BB = JJial e,B fiir M = oicl Mei . 
Beweis. Sei # die Abbildung B 3 b -+ nTier bei . Angenommen, b E Ker #, 
d.h. be, = 0 fur alle i E 1. Fur beliebiges m E nd ist dann mbe, = 0 fur alle 
i E I, also mb E Ker E, dem Kern der Abbildung CQ: M 3 m -+ IliE, mei . 
Nach Voraussetzung ist Ker E = 0. Also ist mb = 0 fur alle m E M, d.h. 
b = 0, somit Ker y5 = 0. Sei x die Abbildung B 3 6 -+ I&,[ e,b. Fur ein 
b E Ker x ist eib = 0 fur alle i E 1, d.h. me,b = 0 fur alle i E I, m E M. Also 
ist (MeJb = 0 und somit (Gier Mei)b = 0, d.h. Ker b > eisl Mei , also 
b E B, . Die zweite Behauptung folgt dann aus Prop. 1.2. 1st insbesondere 
M = ecl ilfe, , so ist B,, = 0 und B = J-JiEI eiB, denn jede Menge 
{eibi , i E I, bi E B} definiert ein Element aus B. 
PROPOSITION 3.4. Fiir einen quasiinjektiven Modul MA = SiEl Mei ist 
BB = niEI e,B mod B,, . 
Beweis. Jeder Homomorphismus aus Hom(@i,, ll/le, ., M) = nisi eiB 
la& sich zu einem Element aus B fortsetzen. Mit anderen Worten: der Homo- 
morphismus B -+ nIiel eiB ist surjektiv. 
Ein Ring A hei& (rechts) injektiv, wenn der Modul A, injektiv ist. Ein 
primitives Idempotent e eines Ringes A hei& lokal, wenn eAe ein lokaler 
Ring ist. Gleichbedeutend damit ist, daR der A-Modul eA lokal ist, d.h. genau 
einen maximalen Teimodul besitzt: denn wegen Ra(eAe) = e Ra ,4e und 
Ra(eA) = e Ra A besagt das fur den Ring A = A/Ra A : eAe ist ein Kijrper 
genau dann, wenn 2 ein einfacher A-Modul ist. Werde also Ra A = 0 
vorausgesetzt. 1st eA einfach, dann ist eAe ein K&per nach Lemma 3.1. 
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Sei eAe ein Kijrper und ea E eA. 1st eazle f 0, dann gibt es Elemente 
b, c E A mit (eabe)(ece) = e, also ist ead = eA. Andernfalls ist (eaA)z = 0, 
also ea = 0 wegen Ra A = 0. Also ist e4 einfach. 
SATZ 3.5. Fiirjeden (rechts) i$ektiven Ring ist 
,A = n Ae, @ Ae mod *L3,, 
itI 
mit lokalen Idempotenten ei , i E I, zmd einem total inzprimitiven Idempotent e und 
dem Linksideal A, = (a E 4, ae, = 0 = ae fiir alle i E I). Ferner ist jedes 
Rechtsideal eiA projektiv, lokal, injektiv und uniform. 
Beweis. Der Endomorphismenring End(A,) ist der Ring der Links- 
multiplikationen A”, der zu A antiisomorph ist. Daher ist nach Satz 2.2. 
A, = S eiA @ eA 
isi 
mit primitiven Idempotenten e, und einem total imprimitiven Idempotent e. 
Die Rechtsideale e,A, eA sind als direkte Summanden von A, natiirlich 
injektiv und projektiv. Nach [17, S. 501 ist eiA uniform und eJei lokal, also 
Ae, und e,A lokal. Fiir A0 gilt nach Prop. 3.4. 
also 
A:0 = n e,A” @ eA” mod A,, 
&I 
.A=nAe,@AemodA,. 
&I 
Aus der Darstellung eines Ringes B als interdirekte Summe direkter 
Summanden siGl e,B I& sich nicht ohne weiteres auf sein Radikal Ra B 
schliel3en. Im Spezialfall B = 0. Zol e,B ist Ra B = Giel ei Ra B, allgemein 
gilt nur Ra B Z SiEI ei Ra B. 
Die folgende Proposition, deren erster Teil in 5. noch eine wichtige Rolle 
spielen wird, macht plausibel, warum im allgemeinen Fall nicht Ra B = 
Siei ei Ra B zu erwarten ist. 
PROPOSITION 3.6. Sei MA = SiEl Mei , B = End(MJ zcnd B, = (b E B, 
e,b = 0 fiir alle i E I}. 
(1) Ist QiEl hlei wesentlick in M, so ist 1 - b injektiv fiiy jedes 
b E B. + Sgl ei Ra B. 
(2) Fiil jedes b E $&Ra B)ei und jedes e = eix + *.. + eik ist 
M(l - b)e = Me. 
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Beweis. (1) B, + !&, ei Ra B bezeichne die Menge aller 6 E B, die 
modulo B, die Form SipI e,b mit e,6 E Ra B besitzen. Sei b = b, + b, , 
b, E B, , 6, E Sip, ei Ra B. Angenommen, Ker( 1 - b) f 0, dann existiert 
wegen &r Afee, n Ker( 1 - b) f 0 ein fn. = nze.il + . . . + meia f 0 in M 
mit m(1 - b) = 0. Also ist fiir e = eil + ... + eix. 
0 = nz(1 - b) = nze(l - b) = me( 1 - b, - b,) = me(1 - 6,) = me(l - eZ+). 
Da nach Voraussetzung e&r E Ra B fur jedes i E I, ist eb, E Ra B, also 1 - eb, 
invertierbar. Das ergibt den Widerspruch m = 0. 
(2) Fur jedes e = eil + a** + eik ist M( 1 - b)e = M(l - be)e = Me, 
denn 1 - be ist invertierbar. 
Bemmkung. Ein Bcispiel eines Moduls M = eiel Mei und eines 
6 E !jiGl e,Ra B, fur das 1 - b nicht invertierbar ist, hat Azumayd in [2] 
angegeben. Fur dieses Beispiel ist also Ra B + SisI e, Ra B. Beispiele fiir 
Ra B = SisI ei Ra B mod B,, liefern die Endomorphismenringe quasi- 
injektiver Moduln. 
PROPOSITION 3.7. Ein quasiinjektiver Mod& sei in der Form 
MA = S Me, @ Age 
id 
gegeberz, mit lokalen Idenzpotenten e, und einem total inzprimitiven Idempotent e 
depart, dap BiEI Agei @ Me wesentlich in M ist (vgl. Sate 2.2.). Dann gilt 
fiiq den Endorrzorphimzenring B = End(MJ 
RaB = S eiRaB@eRaBmodB,,. 
&I 
Beweis. Nach Prop. 3.6.(l) ist 1 - b injektiv fiir 
ZIEB,,+S~,R~B@~R~B=R. 
Da mit b such b6’ in R liegt, ist 1 - 6b’ injektiv fiir jedes b’ E B. Das folgende 
Lemma zeigt, da13 jeder injektive Endomorphismus eines quasiinjektiven 
Moduls rechtsinvertierbar ist. Dann liegt aber b in Ra B ([5, 96, no 3, Th. I]). 
Andererseits ist Ra B _C R und somit die Proposition bewiesen. 
LEMMA 3.8. Jeder injektive Endomorphismus t eines quasiinjektiven Mod& 
M ist qechtsinvertierbar. Ist ferner Mt wesentlich in M, so ist t ein Automor- 
phismus. 
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Beweis. Die inverse Abbildung nil ---f wz von Mt auf Seines injektiven 
Endomorphismus t lal3t sich zu einem Endomorphismus t’ von M erweitern, 
also ist tt’ = 1. Daher ist (t’t)(t’t) = t’(tt’)t = t’t idempotent und Mt’t = Mt 
direkter Summand von M, also Mt = M nach Voraussetzung. 
4. INTERDIREKTE SUMMEN EINFACHER DIREKTER SLMNMNDEN 
Die folgenden Lemmata sind mehr oder weniger bekannt. 
LEK,IIU 4.1. Ist MA e271. direkt unzerlegbarer Modul, &nn ist M einfadt 
oder So M C Ra M. 
Beweis. 1st M nicht einfach und N ein maximaler Teilmodul von M, so 
ist N f 0. Behauptung: N ist wesentlich in 116. Ware N n ~4 = 0 fiir ein 
x E M, x y! N, so ware N @ xA = M im Widerspruch zur Voraussetzung. 
Jeder masimale Teilmodul von M ist also wesentlich, also 
Ra 1l.f = n N2 n N=SoM. 
N maximal N wesentlich 
(Bekanntlich gilt fur jeden Modul M und seinen Sockel So M 
SoM= c s= n ~7 
Spl A’CM 
S einfsch W mes%ntlich 
in Anaiogie zu 
RaM= n N = c u 
NcM KM 
N maximal U tiberfliissig 
LEMMA 4.2. Be&t ein Modul M eine direkte Zerlegung in direkt unzer- 
legbare nicht einfache Summanden, dann ist So AI C Ra M. 
LEMMA 4.3. Jeder einjache Teilmodul S eines Moduls !I!! mit Ra M = 0 & 
direkter Sumnzand. 
Beweis. Angenommen, S wHre kein direkter Summand; aus einer 
Darstellung S + N = M folgt dann N = M, da S 17 N # 0, also S C N’. 
Das heiBt aber, S ist iiberfliissig, also S C Ra M = 0, also S = 0. 
Das folgende Lemma verallgemeinert einen bekannten Satz iiber minimale 
Linksideale eines Ringes auf Moduln. 
Lmmu 4.4. Sei S ein einfacher Teilmodul eines Moduls M. Dann ist S 
direkter Sumnumd van lL! oder S C Ra M. 
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Eine Verallgemeinerung der Begriffe regularer Ring und halbeinfacher 
Modul ist der Begriff des regularen Moduls. 
DEFINITION. Ein Modul heif3e regular, wenn jeder zyklische Teilmodul 
direkter Summand ist. 
PROPOSITION 4.5. Ein reguhirer Modul M besitzt das Radikal 0. 
Beweis. Kein zyklischer Teilmodul von Mist iiberfliissig, also Ra M = 0. 
PROPOSITION 4.6. Ein Teilmodul N eines reguliiren Moduls AT, ist regular. 
Ein direkt unzerlegbarer reguliirer Mod& ist einfach. 
Beweis. Fur jedes x EN ist xA = Me fiir ein Idempotent e. Also 
M = Me @ M(1 - e) und MeCN. 
Dann folgt 
N = Me @ (&I(1 - e) n N). 
PROPOSITION 4.7. Sind h!te und Mf direkte Summanden eines regularen 
Moduls und ist Mf .zyklisch, so ist Me f- h!f direkter Summand von M. 
Beweis. Aus M = lWe @ iW(1 - e) und Me + Mf = N > hle folgt 
N = hfe @ (fif(l - e) n N). 
Behauptung. hf(l - e) n N = Mf (1 - e). Sei x(1 - e) = ye + zf mit 
Elementen x, y, .Z E M, so folgt x(1 - e) = zf (1 - e). Umgekehrt ist 
zf (1 - e) = -xfe + xf, also in fif(l - e) n N. Da &If nach Voraussetzung 
zyklisch und M regular ist, ist Mf (1 - e) = Me’ direkter Summand von M, 
also N = iWe + iWt? und e’e = 0. Sei g = e + e’ - ee’, so priift man leicht 
nach, dal3 g2 = g und llrlg = N ist. 
Folgerung. Jeder endlich erzeugte Teilmodul eines regularen Mod& ist 
direkter Summand. 
Ein regularer Modul erfiillt die Voraussetzungen von folgendem 
SATZ 4.8. Jeder Untermodul eines Mod&s MA enthalte einen direkten 
Summanden $0 van M. Dann gilt 
(1) Ra M = 0. 
(2) Jeder primitive direkte Summand von M ist einfach. 
(3) M besitzt maximale total imprimitive Teilmoduln. 
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(4) Enthiilt B = End(iW,) hiichstens abxiilzibar vieb halborthogonale 
Idempotente, dana ist 
M = S Mej 
isz 
und Mei einfach oder total imprimitiv. 
Beweis. (1) Sei U C M iiberfliissig. W%e U f  0, dann gabe es nach 
Voraussetzung einen direkten Summanden D C Li vo~l M3 D f  0. D ware 
also nicht iiberfliissig, als Teilmodul von U aber iiberfliissig. 
(2) Beweis wie in Prop. 4.6. 
(3) Sei Tr C T2 C ... eine Kette total imprimitiver Teilmoduln von M 
und S ein primitiver direkter Summand #O von T = vi T, . Dann ist S 
einfach nach (2), denn T erfiillt die Voraussetzung des Satzes fur M. Also 
S C Ti fur ein i, also direkter Summand von Ti nach Lemma 4.3. im Wider- 
spruch zur Voraussetzung iiber Ti . Also ist T total imprimitiv, und (3) folgt 
nach dem Lemma von Zorn. 
(4) Sei E = (ei , i E I> eine maximale Menge halborthogonaler Idem- 
potenter aus B mit der Eigenschaft: ei ist entweder primitiv oder total 
imprimitiv. Dann ist Ker E = 0, denn sonst enthielte Ker E nach Voraus- 
setzung einen (primitiven oder total imprimitiven) direkten Summanden 
dleZO von &I, d.h. fur alle i E I ware e,,ei = 0, also E u {e,*> mit der Festsetzung 
i, > i eine grijl3ere Menge halborthogonaler Idempotenter. Die Behauptung 
foigt dann aus Satz 1.5. 
PROPOSITION 4.9. Ein Modul besitae eine Darstellung als interdirekte Summe 
eilzfacher paareveise isomorpher direkter Summamien: 
Besitzt B = End(&fA) keine &lpotenten einseitigen IdeaEe, danlz ist B primitziv 
und So B f  0. 
Beweis. Nach Prop. 3.3. ist B = Sio, Be, . Da End,(ngei) eiu Kijrper 
und nach Lemma 3.1. isomorph eiBe, ist, ist Bei einfach ([lo, Kap. IV, $3, 
Prop. I]). Ferner ist Bei ein treuer B-Modul: denn fur ein b E B ist bej f  0 
f&r mindestens ein j E I. Wegen ejBe, N Hom(Bej , Bei) f  0 ist dann 
0 f  bej * e$e, C bBe, , also BBei treu. 
1st M = SiEI hle, mit einfachen oder total imprimitiven &leei ) dann lassen 
sich die ei in Aquivalenzklassen einteilen: i N k o ei und e6 total imprimitiv 
oder iWe, N iWe, . Sei J = {i E 1, ei total imprimitivj und seien f, , K E K, 
die iibrigen 8quivalenzklassen. Nach Prop. 3.3. ist B = SiEI Be,. Die 
Abbildungen fk : B -+ Si,, Bei (bfk = SiErk be,), sowie f  : B -+ SiEJ Be, 
288 ELLIGER 
sind Homomorphismen von B-Linksmoduln. Der folgende Satz zeigt, da8 die 
ffi sogar Ringhomomorphismen sind. 
KATZ 4.10. Eilt Modul besitxe eine Darstellung als interdirekte Summe 
&IA = S Me, 
iEI 
van einfacken oder total imprintitiven diyekten Summanden. Besitzt B = 
End(lU,J keine Th?potenten einseitigen Ideale und ist (Ker f) Bej = 0 fiir alle 
total imprimitiven e, , j E J, dann ist B subdirekte Summe der prirnitiven Ringe 
Bfk mit von Null versckiedenem Sockel und des Ringes Bf. 
Beweis. Wie in Prop. 4.9. folgt, dal3 die Mod& Bei einfach sind fur 
primitive ei . Wir zeigen zunachst, da8 fur Indizes i, j aus verschiedenen 
Klassen stets e,Bei = 0 ist. Fur primitive ei , e, ist dies klar wegen 
e,Bei N Hom,(Be, , Bej) (Lemma 3.1.). Sei nun j E J. Dann ist eiBei N 
Hom,(Be, , Bei) = 0, denn sonst enthielte Bej einen zu Bei isomorphen 
direkten Summanden (Lemma 4.3.). SchlieDlich ist such 
ejBei r~ Hom,(Bej , Be,) = 0, 
da jeder Homomorphismus Bej --+ Bei , f0, zerfallt. Wir zeigen nun, da8 
Ker fk ein Ideal, also Bfk ein Ring ist: Sei b E Ker fk und b’ E B. Angenommen, 
bb’ $ Ker fit , dann ware bb’ei f 0 fur ein i E 1k . AufgefaBt als Element von 
Hom,(B, BeJ zerfallt der Homomorphismus bb’e, , d.h. es existiert ein 
direkter Summand Be’ N Be, von gB derart, da8 
Be’bb’e, = Bei . 
Nun ist Be’ = !jjel Be’e? . Fiir e’ej f 0 ist 
(*) 
Be‘ % Be’ej = Bej 
ein Isomorphismus, also Be, N Be’ ci Bej , also j E Ik , da i E In: . Daher ist 
Be’ C Sjer, Be’ej . Nach Definition von Ker fk ist aber bej = 0 fur alle 
j E Ik, also such e’bej = 0. Also ist e’bej = 0 fur alle j E 1, d.h. 0 = e’b = e’bb’ei 
im Widerspruch zu (*). Damit ist gezeigt, da8 Ker fk such ein Rechtsideal ist. 
Dal3 Kerf ein Rechtsideal ist, folgt unmittelbar aus der Voraussetzung. 
Ob Bf als interdirekte Summe total imprimitiver Linksideale selbst total 
imprimitiv ist, ist fraglich. 
Folgerung. Jeder Ring, der interdirekte Summe einfacher Linksideale ist, 
ist subdirekte Summe primitiver Ringe mit von Null verschiedenem 
Sockel. 
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Wir betrachten einige Beispiele. 1st M ein beliebiger A-Modul, so kann 
man M auf grundsatzlich zwei Arten zu einer interdirekten Summe direkter 
Summanden in Beziehung bringen: 
1. Man wahlt aus B = End(nl,) eine maximale Menge E = (e? , i E I> 
von paarweise orthogonalen primitiven oder total imprimitiven Idempotenten, 
Dann ist nach Prop. 1.2. 
2. Man biidet die quasiinjektive oder injektive Htille Q(M) oder I(M) 
und wendet Satz 2.2. an. 
1st speziell M = A, ein Ring, so erhebt sich die Frage nach der Existenz 
von Ringen B (bzw. B’), die interdirekte Summen primitiver und total 
imprimitiver direkter Rechtsideale sind, und fur die sich il monomorph in B 
(bzw. homomorph auf B’) abbilden la&. Im Falle der Einbettung B + B 
lassen sich aus der Theorie der Quotientenringe fur bestimmte Ringklassen 
Kriterien angeben. Wir beschranken uns auf die Definition des folgenden 
grundlegenden Begriffs und verweisen im iibrigen auf [17]. Zu einem x E 34 
bezeichne .V das Rechtsideal 
xr = {a E A, xa = 0). 
DEFINITION und PROPOSITION (117, S. 47, 4. Prop.]). Sei figed ein A-Modul. 
Die Menge 
ist eilz Uatermodul, der sog. sing&tire Untermodul. Im Fall M == A ist Z(AJ 
ein (xweiseitiges) Ideal. 
SATZ 4.11. ([17 1. u. 2. Th., S. 691). Ist dus sing&ire Ideal Z(A,) eines 
Ringes A gleich 0, so existiert ein rechts injektiver reguliirer Ring Q und ein 
Isomorphismus von A in Q. Ist ferner I die injektive Hiille van A, , so gilt 
Q” N End,(I) (Q” sei der zzl Q inverse Ring). 
SATZ 4.12. Es gilt Z(A,) = 0 in jedem der folgendez Fiille: 
(a) A ist reguliir, 
(b) -4, ist halbartinsch und Ra A = 0 (Ein Modul M, he@ halbartinsch, 
wenn fiir jeden Homomorphismus A + 0 von Mgilt So(Mh) f  O.), 
(c) A ist Primring und So A, f  0 (A he@ Primring, ‘wenn fii~ Links- 
ideale lI # 0, lz f  0 folgt lllz f  0.). 
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Beweis. .(a) [ 17, S. 70, 3. Prop.] 
(b) Nach [6, Satz 2.1.1 besitzt jedes Rechtsideal #O einen Sockel +O. 
1st / die Menge aller Rechtsideale von A, so folgt die Behauptung aus 
,[17, S. 113, Th. 3.1.1 
(c) Auch in diesem Fall besitzt jedes Rechtsideal einen Sockel #O; 
denn es ist fiir jedes Rechtsideal r 
OfrSoA,CSor, 
da So A, ein zweiseitiges Ideal ist. Aus [17, S. 113, Th. 3.1.1 folgt dann die 
‘Behauptung. 
SATZ 4.13. Ein Ring A besitxe eine der Eigenschaften (i), (ii): 
(i) A ist kommutativ odeer 
(ii) es existieren in A hiichstens abz&Zbar viele halborthogonale 
Idempotente. 
Gehiirt A zu einer der drei Riqklassen: 
(a) B reguliir, 
(b) ,A halbartimch und Ra A = 0, oder 
(c) A Primring und So A f  0, dann. gilt 
aA = S Ae, , 
iPI 
Ae, einfach odm total imprimitiv. 
Beweis. Satz 4.8. 
Bemukung. In den Fallen (b) und (c) sind alle Aei einfach. 
Fo&uung 1. Ein Ring mit den Eigenschaften (i) und (c) von Satz 4.13. 
ist ein kommutativer Kijrper. 
Folgerung 2. Jeder regulare Ring ist (als Ring) interdirekte Summe von 
regular-en Ringen, deren Zentrum ein Kijrper ist, und regularen Ringen mit 
total imprimitivem Zentrum. 
Beweis. Das Zentrum 2 eines regularen Ringes ist regular. Also ist nach 
Satz 4.13(i)(a). 
z = s Zfk ) 
kEK 
.& ein Kiirper oder total imprimitiv. Daraus folgt die Behauptung. 
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Zum SchluR dieses Kapitels beschaftigt uns die Frage nach der 
Eindeutigkeit der Darstellung eines Ringes als Produkt einfacher Rechts- 
ideale. Dazu beweisen wir zunachst die 
PROPOSITION 4.14. Fiir einen Ring B mit paarwise orthogonalen Idem- 
potenten ei si& die fokenden Aussagen tiquivalent: 
(a) B = niEI e,B, und zu jedem i E I, b E B existieren h6chstens endlick 
aiele k E I mit eibe, + 0. 
(b) B = End,(&, Be,). 
Beweis. (a) > (b) Es ist Hom,(@,,, Be, , B) = &, eiB nach Lemma 3.1. 
Andrerseits gilt fur jedes h E Homs(&,, Bei , Bj e,h = ei2h = e,(e,h), und 
das ist nach Voraussetzung gleich 
also ist 
ec(4)ei, + .a- + e,(e,h)e,, E @ Be, , 
ici 
Horn, (0 Be, , B) = Horn, (0 Be, , @ Be,). 
iCI iEI iEI 
(b) 2 (a] ist klar. 
PROPOSITION 4.15. Sei B = Siel Be, = & e,B und Bei einfaches Links- 
ideal von B fiir jedes i E I. Dann sind die folgenden Bedingungen iiquivalent: 
(a) Zujedem i E I und b E B existieren nur eudlich vieb k E I mit e,be, + 0 
(b) So .B = oiEl Bei. 
Ferner ist So ,B = So BB = So B unter einer der Voraussetxungen (a) oder (0). 
Beweis. (b) * (a). Fiir jedes b E B ist Be,b ein einfacher B-Modul oder 
0, also Be,b c So gB. Dann existieren endlich viele Indizes i1 ,..., ik mit 
eib = e.;be,$ + ... + eibeiB . 
(a) 3 (b). Sei x = SREl xeL und ,xek f 0 fiir unendlich viele k E 1, dann 
ist fiir jedes i E I nach Voraussetzung 
Behauptung. BePv ist echt enthalten in Bx. Denn sei s E I mit xe, + 0, 
aber e,xe, = 0, dann ist be,xe, = 0 fur jedes b E B, also kann be,x = x 
fur kein 6 E B gelten, d.h. x # Be,x. Wegen B = Siol eiB ist eix f 0 fiir 
mindestens ein i E I, also 0 C Beix C Bs und somit Bx nicht einfach. Die 
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Gleichheit von Rechts- und Linkssockel folgt nach einem bekannten Satz aus 
RaB =O. 
SATZ 4.16. Sei B = I&, eiB und eiB einfaclaes Rechtsideal fiiz i E I. 
2u jedem i E I und b E B gebe es hiichstens endlich viele k E I mit eibe, f 0. Sei 
B = Bfl @ Bfi eine direkte Zerlegung VOH gB, so existiert eine Partition 
I = I1 v I2 und ein Automorphismus s von gB devart, day Bfi = (Be,)s und 
Bfi = (Be,)s mit e, = niel, ei und ey; = JJiel, ei . 
Beweis. Sei JU = GiEI Be, . Nach Prop. 4.14. ist dann B = End &. 
Die Zerlegung B = Bfi @ Bf2 bewirkt eine Zerlegung 
des halbeinfachen Moduls Jlf. Nach der Theorie solcher Moduln existiert 
eine Partition I = I1 u 1s und ein Automorphismus s’ von Jl/l, so daR 
a-f1 = (JJel)s’, Mfz = (&%a)s’ mit e, = nlisl e. 1 ‘, e, = niE12 e, . Nach 
Lemma 3.2. folgt daraus 
Bfl = (Be&, Bfz = (Be,)s 
fur einen Automorphismus s von gB. 
Die folgende Proposition charakterisiert die regularen links injektiven Ringe 
ohne total imprimitive Idempotente. 
PROPOSITION 4.17. (Vgl. [17, Th. 1.12.1) Fiir e&en Ring B sind die 
Eigenschaften iigzcivalent: 
(a) B reguliir, gB injektiv, B besitzt Rein total imprimitives Idempotent $0 
(b) B ist Endomorphismenrirzg eines halbeinfachen Moduls. 
Beweis. (a) * (b). Nach Satz 2.2. und Voraussetzung ist gB = siGl Bei , 
Be, primitiv und eicl Be, wesentlich in gB. Nach Satz 3.5. ist B, = nIiel e,B 
mod B, , wobei B, = {b E B, e,b = 0 fur alle i ~1). Nach Satz 5.5. ist 
B, C AzB = 0. Ein primitiver direkter Summand eines regularen Moduls 
ist einfach (Prop. 4.6.), daher folgt QJiEl Bei = So gB daraus, da5 oisl Be, 
wesentlich in gB ist. Dann ergibt sich aus Prop. 4.14. und Prop. 4.15. 
B = End,(So BB). 
(b) 3 (a). Sei zunachst der halbeinfache Modul isotyp: &IA = S$“, 
S, einfach. 1st D = End(S,), so gilt End (MA) N End,(Hom,(S, M)), also 
isomorph dem Endomorphismenring eines Vektorraumes, der bekanntlich 
die Eigenschaften (a) besitzt. Im allgemeinen Fall ist End(lCfA) Produkt 
solcher Ringe, besitzt also wieder Eigenschaft (a). 
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5. DAS RADIKAL VON AZUMAYA 
Gegenstand der Untersuchung dieses Kapitels sind Mod& MA mit 
der Eigenschaft E: jeder primitive direkte Summand besitzt einen lokalen 
Endomorphismenring. An der Aufzahlung einiger Beispiele wollen wir uns 
veranschaulichen, wie grol3 die Klasse dieser Moduln ist. Eigenschaft E 
erfullen 
(1) alle Moduln n/I, = OiEl ll& , End,(Me,) lokal fur jedes i E: 1. 
Dies folgt aus Azumayas Verallgemeinerung des Satzes von Krull-Remak- 
Schmidt [2, Th. 1.1. Azumayas Arbeiten [l und 21 vverden im weiteren 
Verlauf dieses Kapitels eine zentrale Rolle spielen, und der genannte Satz 
wird dabei nicht nur einen neuen Beweis, sondern such eine Verscharfung 
(Satz 6.2.) und eine Verallgemeinerung finden (Satz 6.1.). Zu den Moduln 
unter (1) gehijren die endlichen abelschen Gruppen, allgemeiner alle Moduln 
mit endlicher Jordan-Holder-Lange (das sind genau diejenigen Module, die 
zugleich artinsch und noethersch sind, z.B. alle endlich erzeugten nloduln 
iiber einem artinschen Ring), ferner halbeinfache NIoduln, injektive Rloduln 
tiber noetherschen Ringen (vgl. [S]), projektive Moduln uber semiperfekten 
Ringen (Prop. 5.5.), direkte Summen unzerlegbarer Moduln, deren Endo- 
morphismenring (als Rechts- oder Linksmodul iiber sich selbst) injektiv ist. 
(2) Alle Rloduln MA = Siel Meei , End,(Ale,j Kijrper fur jedes 
i E I und Ra B = 0 (Prop. 5.4.), f  erner regulare Moduln (Prop. 4.6.). 
(3) Alle Moduln M., = Siel Me, mit End,(Meei) lokal fur jedes i E 1 und 
BiGI Me!e, wesentlich in M (Prop. 5.5.), ferner quasiinjektive nioduln 
(Satz 2.2.). 
Nach Lemma 3.1. besitzt der Endomorphismenring B = End(MA) eines 
Moduls MA mit der Eigenschaft E dieselbe Eigenschaft als B-Linksmodul 
(und als B-Rechtsmodul). Gleichbedeutend damit ist, da8 die Moduln eB 
bzw. Be lokal sind fur jedes primitive Idempotent (vgl. die Bemerkung vor 
Satz 13.5). Der geeignete Begriff zur Behandlung solcher Ringe ist das 
Radikal van Azumaya. 
Die Menge 
{b E B, bB enthat kein Idempotent +Ol 
eines Ringes B werde mit AZ B bezeichnet. Sie ist im allgemeinen nicht 
additiv abgeschlossen, jedoch ist sie abgeschlossen unter der zsveiseitigen 
lUultiplikation mit Elementen aus B. Beziiglich der Multiplikation von rechts 
ist dies klar; beziiglich der Multiplikation von links folgt dies aus de; 
symmetrischen Kennzeichnung der Elemente aus AZ B: 
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PROPOSITION 5.1. bB enthiilt genau dann ein Idempotent f0, wenn ei~ 
0 # x E B mit x = xbx exist&. 
Bezueis. Sei x = xbx, dann ist br = b(xbx) = (bx)2. Sei umgekehrt 
e2 = e = bb’. Dann folgt mit x = b’bb’ 
xbbx = (b’bb’)b(b’bb’) = b’(bb’)(bb’)(bb’) = b’bb’ = x. 
Nach Prop. 5.1. ist AZ B ein zweiseitiges Ideal von B (dann und nur dann), 
wenn Az B additiv abgeschlossen ist. 1st dies der Fall, so heil3e Az B das 
Azumaya-Radikal von B. Azumaya hat den folgenden Satz bewiesen [2, 
s. 1171): 
SATZ 5.2. Enthiilt ein Ring B kein total imprimitives Idempotent f-0, dann 
sind die Aussagen iipuivalent 
(a) B besitxt das Azumaya-Radikal AZ B. 
(b) Jedes primitive Idempotent ist lokal. 
DEFINITION. Ein Ring B, der kein total imprimitives Idempotent 50 
enthalt und das Azumaya-Radikal AZ B besitzt, he& Az-semiprimir. 
LEMMA 5.3. Gilt fiir Idempotente e und f aus dem Endomorphismenring B 
eines Moduls Al, 
(i) ef$RaB und 
(ii) End, (Me) lokal, 
so ist fB = fill @ e’B und e’B N eB. Ist insbesondere f primitiv, so ist fB N eB. 
Beweis. Aus End,(&fe) 11 eBe (Lemma 3.1.) folgt, da0 Be ein lokaler 
Modul ist. Wegen B = eB @ (1 - e)B ist Ra B = Ra eB @ Ra(1 - e)B, 
also Ra eB = Ra B n eB. Daher ist nach Voraussetzung (i) ef $ Ra eB, also 
efB = eB. Also ist der B-Modulhomomorphismus 
fB+efB =eB 
surjektiv. Ein surjektiver Homomorphismus auf einen projektiven Modul 
besitzt einen Kern, der direkter Summand ist. Damit ist das Lemma bewiesen. 
Die folgenden Propositionen sind praktisch Folgerungen dieses Lemmas. 
PROPOSITION 5.4. Ein Mod& MA besitze eine Darstellung 
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als interdirekte Summe direkter Summanden, End,(i\leij sei ein K&per fiir 
jedes i E I und Ra B sei 0 fiir B = End(&fA). Dann ist jeder primitive direkte 
Summand AIf von M zu einem Mei isomorph. 
Beweis. I\Tach Prop. 3.3. ist eB = siGl Re, , also fei f  0 fiir mindestens 
ein i # I. Nach Voraussetzung ist daher fei $ Ra B. Wie im Beweis von 
Lemma 5.3. folgt daraus Bfei = Be, und Bf _y_ Bei , also &‘j ,c+ h!Iei nach 
Lemma 3.2. 
PROPOSITION 5.5. Ein Modul illA besitze eine Darstellung 
als interdirekte Summe direkter Summanden mit lokalen Idempotenten ei s 
Ferner sei Q&r Me, wesentlich in M. Dann gilt 
(1 j B = End(aT,) besitxt kein total imprimitives Idempotent f0. 
(2) Jeder primitive direkte Summand Mf von Mist zu einem lUei isomorph. 
(3) B besitzt das Axumaya-Radikal AZ B. 
(4) AZ B = B, + SieI ei Ra B. 
Beweis. (1) und (2). Angenommen, e, f  E Ra B fur jedes i ~1. Dann ist 
1 -f injektiv nach Prop. 3.6.(l), also Mf = 0 wegen lVf(l -f) = 0, d.h. 
f  = 0. Also ist eif f  0 fiir mindestens ein i E I, und die Behauptungen 
folgen aus Lemma 5.3. Die Behauptung (3) folgt aus (l), (2) und Satz 5.2. 
(4) Nach Prop. 3.6.(l) ist 1 - b injektiv fiir jedes b E B, + SieI e, Ra B = R, 
also enthglt R kein Idempotent +O, d.h. R C AZ B. Sei s $ R. Wir zeigen: 
XB enthalt ein Idempotent $0. Sei x = b, + Siel eix, b, E B, , und etwa 
elx $ Ra B. Dann existiert ein b E B mit e,xb = e> , denn e,B ist ein lokaler 
B-Modul. Es ist 
(xbe,)2 = xbe, (be + S etivj be, = xb(e,.yb)e, = xbe, . 
ial 
Also x q! AZ B und damit AZ B = RR. 
PROPOSITION 5.6. Sei MA = SiEl Mei @ Me ein quasiinjektiver Modul, 
ei lokal fur i E I, e total imprimitiv und &r Mei @ Me wesentlich in M 
(zjgl. Sate 2.2). Dann ist jeder primitive direkte Summand luff .ZU einem Me, 
isomorph. 
Beweis. Jedes primitive Idempotent von B = End(-WA) ist lokal ([17, 
S. 50, 8. Prop.]). Angenommen, ef $ Ra B, dann ware der B-Homomor- 
phismus 
Be-tBef =Bf 
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surjektiv, also e nicht total imprimitiv nach wiederholt angewandtem Schlul3, 
also ist ef E Ra B. Ware such e, f E Ra B fur jedes i E 1, so ware 1 - f injektiv 
nach Prop. 3.6.(l), also f = 0. 
Es sol1 jetzt noch eine andere Charakterisierung des Azumaya-Radikals 
von B = End(ngJ gegeben werden, wenn J,TA die Voraussetzungen von 
Prop. 5.5. erfillt. Es zeigt sich, da8 Azumayas Methode und Ergebnis auf die 
Moduln von Prop. 5.5. iibertragen werden kiinnen. 
PROPOSITION 5.7. (Vgl. [2]). S&en f und e Idempotente aus dem Endo- 
morphismenring B = End(i’lfA) eines Mod& M, und sei e primitiv. Ist die 
Einschriinkung von fef auf &If ein Automorphismus von Mf, so ist die 
Einschriilzkung von qfe auf Me ein Automorphismus zron ilfe. 
Beweis. Sei N = Mfe + M(1 - f). Da n = nf + n( 1 -f) fiir jedes 
?z EN und n(1 - f) E N, folgt nf E N. Ferner ist Nf = Mfef = ILlf. Also 
N = A4 Angenommen, mfe = m'(l - f), so ware mfef = 0, also mf = 0. 
Daher ist filfe C n/r direkter Summand von J/r, also Mfe = Me, da il4e 
primitiv ist. Dar-m folgt aber 
Meje = A4fkfe = AJfe = Me. 
PROPOSITION 5.8. (Vgl. [2]). Unter den Voraussetzungen von Prop. 5.5. 
sei f  ein primitives Idempotent aus B = End(ilTA). Dann eristiert mindestens eiu 
i E I, fiir das die h’inschriinkung van eifei ein Automorphismus eon Mei ist. 
Beweis. Nach Voraussetzung ist @isI ilTei n n4f f  0. Sei fnf =: m’e fiir 
ein e = eil + ... + eili und ein m f  0. Dann ist mf (1 - e) = 0. Da 
f =f(eil + ... + eik + (1 - e))f =fei,f + ... +feikf +f(l - e>f 
auf ATf die identische Abbildung ist und End,(nlf) lokal ist, ist einer der 
Summanden der rechten Seite ein Automorphismus von Mf. Wegen 
mf (1 - e) = 0 ist f (1 - e)f kein Automorphismus von AZf. Also existiert ein 
ii , fiir das fei,f ein Automorphismus von Mf ist. Also ist nach Prop. 5.7. 
e,fej ein Automorphismus. 
PROPOSITION 5.9. (Vg1.[2]). Unter d en Voraussetzungen von Prop. 5.5. 
gilt AZ B = {b E B; aus i, k E I folgt, eibe, ist kein Isomorphismus von Me, 
auf Me,}. 
Bewe& Sei e,be, ein Isomorphismus von fifei auf hlee, . 1st s die inverse 
Abbildung, dann existiert nach Lemma 3.1. ein b’ E B mit s = elcb’ei , also 
ist e,be, * e,b’e, = e, . Mit b wire daher such ei in Az B im Widerspruch zur 
Definition von AZ B. Sei umgekehrt x $ Az B. Nach Definition von AZ B 
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enthalt XB ein Idempotent f = xb, das wegen Prop. 5.5.(l) als primitiv 
angenommen werden kann. Nach Prop. 5.8. existiert ein i E I, fur das eJei 
ein Automorphismus von hfee, ist. Nach Voraussetzung ist 
hlep n @Me, f  0. 
icl 
Sei fneix = nz’e fur ein e = eil + ... + eile und ein tn f 0. Dann folgt 
me?$l - e) = 0. Die Abbildung 
eifei = ePbe, = e+(ei, + ... + eZI. + (1 - e))be, 
ist ein Automorphismus von Me,, also, da End,(MeJ lokal und 
me&l - e) = 0 
ist, ist eixeijbei ein Automorphismus von Me, fur ein j. Daher ist e+vei, ein 
Monomorphismus von Be, in Befj . Angenommen, Beixei, f Be,. , dann 
folgt BePejj C (Ra B)eij , da B~I,~ em lokaler Modul ist. R/lit >?yeij ware aber 
such e,xe,;be, E (Ra B)eij ein Widerspruch. , 
Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Prop. 5.5. ist 
AzB = S (RaB)e,. 
&I 
Bezwis. Sei xei E Ra B fiir jedes i E I. Dann ist e,se, kein Isomorphismus 
von Be, auf Bei , also kein Isomorphismus von Mee, auf Me, , also it’ E Az B 
nach Prop. 5.9. Umgekehrt gilt 
AZ B C S (AZ B)ei = S (Ra B)e, . 
&I iet 
PROPOSITION 5.10. (Vg1.[2]). I;inter den I/olausset.wngen voiz Prop. 5.5. 
sei B = B,lAz B. Dnnn gilt 
ld Soj$ = @Bei. 
iot 
Bezueis. Wir zeigen: zu jedem i E I, b E B gibt es nur endlich viele K E 1 
mit eibe, $ AZ B. Nach Voraussetzung iiber llI ist 
Mee,b n @ Me, f  0. 
7;EI 
Sei .meib = rn’e fiir ein e = eil + ... + eig und ein m E M. Dann ist 
meibej = 0 fiirj f i1 ,..., i, . Also besitzt eibej einen Kern +O fiir j f i1 , . . . I 4, 
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d.h. e,bej E Az B fur fast alle j ~1. Die Behauptung folgt nun aus Prop. 4.15. 
und der Folgerung von Prop. 5.9. 
Die Menge AZ B enthalt immer das (Jacobson-)Radikal Ra B von B. Denn 
angenommen, 0 f  e2 = e E Ra B, so ware e(l - e) = 0, also 1 - e nicht 
invertierbar im Widerspruch zur Eigenschaft von Ra B. Das folgende 
Lemma gibt eine Bedingung an, unter der Az B = Ra B ist. 
LEWNM 5.11. E~H Ring B erfiiille die Eigenschaften 
(i) AzB = Of& B = BIRa B; 
(ii) aus B 3 ii = Sfolgt, es exist& ein e2 = e E B mit z = K 
Danngilt AZ B = Ra B. 
Beweis. Sei I ein Linksideal CRa B von B. Dann enthalt sein kanonisches 
Bild 4 in B nach (i) ein Idempotent zc fiir ein u E I. Nach (ii) existiert ein 
ep = e in B mit ?i = L Da e - u in Ra B liegt, ist 1 - e + u invertierbar 
und Beu = Be(l - e + u). Sei 
f= (1 - e + tc)-le(l - e + u). 
Dann istf2 = f und Beu = Bf, also f  E I. Ein Linksideal ist daher dann und 
nur dann in Ra B, wenn es kein Idempotent $0 enthalt, also ist Az B = Ra B. 
Beispiele fiir Ringe B mit Az B = Ra B liefert der folgende Satz. 
SATZ 5.12. (1) Ein halbartinscher Rirzg B (vgl. die DeJ in Sate 4.12.) ist 
Az-semiprirn&, und es ist AZ B = Ra B. 
(2) Der Endonlorphismeilring B eines quasiinjektiven Moduls besitzt das 
&umaya-Radikal AZ B = Ra B. 
(3) Diejen&n Ringe, die xugleich semiprimiir im Sinne von Jacobson und 
Axumaya sind, sind genau die semipelfekten Ringe (im Simze von Bass). 
Beweis. (1) Das R d’k 1 a 1 a eines halbartinschen Ringes ist ein Nil-ideal, 
also ist nach einem bekannten Satz von Wedderburn ([IO, Chap. III, $8, 
Prop. 3. und 41) die Bedingung (ii) von Lemma 5. Il. erfiillt. Ein halbartinscher 
Ring geniigt such der Voraussetzung (i) desselben Lemmas, denn jedes 
Linksideal #O von B/Ra B = B besitzt ein Idempotent $0 (Lemma 4.3.). 
Also ist AZ B =: Ra B. Enthielte B einen total imprimitiven direkten 
Summanden Be f  0, so ware such & total imprimitiv. Da B halbartinsch 
ist, ware So & # 0, das ware ein Widerspruch, denn jeder einfache Teil- 
modul ist direkter Summand (Lemma 4.3.). 
(2) Nach einem Ergebnis von Faith und Utumi [7l ist B/Ra B regular, 
also gilt Voraussetzung (i) von Lemma 5.11. In derselben Arbeit wird 
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gezeigt, daf3 sich Idempotente modulo Ra B zu Idempotenten von B heben 
Iassen, d.h. Voraussetzung (ii) von Lemma 5.11. ist erftil1t.l 
(3) Diese Ringe hat Azumaya “strongly semiprimary” genannt. Es 
sind gerade diejenigen Ringe, die endliche direkte Summe lokaler Links- 
ideale sind (vgl. [15, S. 1001). Bass hat sie gekennzeichnet als diejenigen 
Ringe, iiber denen jeder endlich erzeugte WIodul eine projektive De&e 
besitzt. 
Beispiele fur Ringe B mit Ra B = AZ B sind such alle Ringe mit Az B = 0, 
also z.B. prime Ringe mit Sockel #O und regular-e Ringe (vgl. Kap. 4). 
PROPOSITION 5.13. Sei MA van der Form 
(a) quasiinjektiv ohne total imprimitive direkte Summanden +O, oder 
(b) iIT., = Gial Me, , End,(MeJ ein lokaler Ring fiir jedes i E I. Dann 
ist R = B/AZ B ein links injektiver reguliirer Ring ohne total imprimitive 
Idempotente +O. 
Berueis. Fur beide Falle gilt B = S/AZ B = n &B. Im Fall (a) foigt 
dies aus Prop. 3.4. und Satz 5.5.(4), im Fall (b) aus Prop. 3.3. und Satz 5.5.(4). 
Nach Prop. 5.10. ist eiel si = So $. Dann ist B = Ende(Gior &) nach 
Prop. 4.14. und Prop. 4.15. und die Behauptung folgt aus Prop. 4.17. 
Bemerkung. Prop. 5.13.(a) ist wegen AZ B = RaB (Satz 5.12.2) ein 
Spezialfall von [20]. 
6. DER SATZ VON KRULL-~IvI~-SCHMIDT-~bxJ%i~4YA 
UND SEINE VERXHXRFUNG 
Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Krull- 
Remak-Schmidt-Azumaya. 
SATz 6.1. Sei MA = Siel Mei , Bier Mei wesentlich irz M und End,(Mei) 
e-in lokaler Ring fiir jedes i E I. Ist MA = SlcaK MffC eine szeite Zerlegung in eine 
interdirekte Summe primitiver direkter Summanden derart, da$’ OREI: Mfk in M 
wesentlick ist, dann existiert eine Bijektion i -+ k(i) von I auf K und ein 
Isomorpkismus t von BiEI Mee, auf BkaK ll!lfk mit (MeJt = Mfh:ci, . 
Beweis. Nach Prop. 5.5. ist jeder primitive direkte Summand A!ifk von M 
zu einem Mei isomorph. Also gilt nach Prop. 5.10. fiir B = End(n,fA) und 
B = BIAzB 
SogB = @Bei = @Bf,. 
iEI l&K 
z Die Behauptung folgt such direkt aus Prop. 3.7 und Prop. 5.5(4). 
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Nach der Theorie halbeinfacher Moduln existiert eine Bijektion i -+ K(i) 
von I auf K und ein Automorphismus s von Bi? mit 
Daraus folgt (z.B. [l, Th. 91) 
und nach Lemma 3.2. 
Also existiert ein Isomorphismus t von &, Mei auf C&X Mft mit 
(MeJt = n!!k(i) . 
Folgerung. 1st insbesondere M = sip1 Mei quasiinjektiv, ei primitiv fiir 
jedes i E 1, so Ia& sich der Isomorphismus t in Satz 6.1. zu einem Auto- 
morphismus von M fortsetzen (Lemma 3.8.). 
uber einen beliebigen direkten Summanden &If von iid gibt Satz 6.1. 
keine Auskunft. Insbesondere mijchte man im Fall @ = S wissen, wann 
ein direkter Summand Mf vollstandig zerlegbar ist in die direkte Summe 
primitiver direkter Summanden. Der folgende Satz liefert dafiir ein 
hinreichendes Kriterium. 
SATZ 6.2. Sei n/r, = @ZGI Mej und End,(MeJ ein lokaley Ring fiir jedes 
i E I. Fiir B = End(ilFed) gelte Ra B = AZ B. Dann existiert xu jeder direkten 
Zerlegung M = Q&K lMfk eine Partitbz I = UkEK Ik von I und ein Auto- 
morphismus t von MA derart, daJ 
fiir alle k E K. 
Beweis. Es geniigt, den Satz fiir eine Zerlegung M = filfi @ Mf2 zu 
beweisen. 1st namlich jeder direkte Summand von M vollstandig zerlegbar, 
dann ist der Automorphismus t von Satz 6.1. der gewiinschte Automor- 
phismus. Nach Prop. 5.10. gilt 
B = B/h B = n c?$ und So,B = @&. 
iEI isI 
Andrerseits ist gB = Bfi @ B$C2nd gB = gfl @Bfi . Dann folgt nach 
Prop. 4.15. und Satz 4.16. Bfi N Be, , Bfi ‘v Be, fiir eine Partition 
I = I1 v  I2 und e, = &,, ei , e2 = nIislz ei . Da Ra B = AZ B voraus- 
gesetzt ist, ergibt sich aus [IO, III, $8, Prop. I.], dal3 Be, E Bfl , Be, N Bf2 
und aus Lemma 3.2., dal3 Me1 N Mfl , Me, N Mf2 . Als Folgerung ergibt 
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sich eine Verallgemeinerung eines Satzes von Faith and Walker ([8, 6.4, 
Theorem]). 
FoZgerung. Ein quasiinjektiver Rlodul Al besitze eine Zerlegung in 
primitive direkte Summanden. Dann ist jeder direkte Summand von df 
vollstgndig zerlegbar. 
Beweis. Nach Satz 5.12.(2) ist Ra B = Az B fur B = End(MJ. Da der 
Endomorphismenring eines direkt unzerlegbaren quasiinjektiven Moduls 
lokal ist, folgt die Behauptung aus Satz 6.2. 
Zum AbschluB dieses Kapitels untersuchen wir die Frage, ob der Satz van 
Krull-Remak-Schmidt-Azumaya fur beliebige Moduln MA = Sisr Me; ) 
End,(Me,J ein lokaler Ring fur jedes i E I, Giiltigkeit hat. 
Sei zunachst MA = !jiEI Me, , Me, einfach fiir i E I, und Ra B = 0 fur 
B =: End(MA) so besagt Prop. 5.4., dal3 jeder primitive direkte Summand J&f 
zu einem Mei isomorph ist. Ferner ergibt sich aus dem Beweis von Satz 4. IO., 
da13 M eindeutig in seine isotypen Komponenten zerlegt werden kann. 
ubrig bleibt in d’ resem Fall also die Frage nach der Machtigkeit / I / der 
Indexmenge I in der Darstellung eines Rloduls M = Siel Me, mit paarweise 
isomorphen Meei. Es 1aDt sich unschwer ein Beispiel angeben fur einen 
Modul M und einer zweiten Darstellung M = SkEK Me, , so darj 1 K j f  / I i 
ist: Fur jeden Kijrper K ist der K-Modul K’ ein Vektorraum der Dimension 
/ K /Irl nach dem Satz von Erdiis-Kaplansky, also K” .CY K(IKiir’iZ aber im 
allgemeinen j I j f  / K 1 ill. 
Sei nun ilr, = SiEl Me, , End,(Me?) lokal und d([f ein primitiver direkter 
Summand van ~11. 1st Alf einem Mei isomorph ? VVir wollen an einem Beispiel 
zeigen, daD dies allgemein nicht richtig ist (da8 also die Bedingung von 
Prop. 5.5. notwendig ist). Wir schicken dem Beweis einige Begriffe und 
Uberlegungen voraus. 
DEFINITION. Ein Modul hei& vollst’dndig uniform, wenn fur eine 
beliebige Menge von Teilmoduln 0 + AYi 5 M gilt 
fJ nfi i 0. 
(Ein Modul hei& uniform, wenn der Durchschnitt zweier von Null ver- 
schiedenen Teilmoduln verschieden Null ist.) 
PROPOSITION 6.3. Die injektive Hiille I(M) eines vollstiilzdig miformen 
Moduls M ist vollstiindig uniform. 
Beweis. Angenommen, nisi Mi = 0 fur Moduln A& C 1(M). Dann ist 
0 = n nff n nf = n (nfi n nq. 
icr iEl 
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Aus der vollstlndigen Uniformitit von M folgt lL& n M = 0 fiir mindestens 
ein i E 1. Da I(M) wesentliche Erweiterung von M ist, folgt AT< = 0. 
Der folgende Satz ist ein Spezialfall eines Satzes der universellen Algebra 
(%l* [31)* 
SATZ 6.4. Jeder Modul ist subdirekte Summe volistiindig unifomer Mod&a. 
Wir konstruieren nun einen Modul h1.d = SiEI lL1ei , End,(llfeJ lokal, 
und einen primitiven direkten Summanden &If, der zu keinem ilfeei isomorph 
ist. Sei U ein uniformer, aber nicht vollst$ndig uniformer, injektiver Modul, 
z.B. Qz der Kijrper Q der rationalen Zahlen als Modul fiber dem Ring 2 der 
ganzen Zahlen (Qz ist die injektive Hiille von 2,) 2, ist uniform, wie jeder 
kommutative (oder noethersche) Integritstsbereich, aber nicht vollst%ndig 
uniform, denn z.B. ist nnPrirnzahipZ = 0, also ist such Qz nicht volistgndig 
uniform). Nach Satz 6.4. besitzt U eine Darstellung als subdirekte Summe 
vollst%ndig uniformer Moduln Ui , UC niEI Vi . Sei ilT! = I(U,) die 
injektive Hiille von Vi fi.ir i E I. fifi ist nach Prop. 6.5. vollstPndig uniform, 
also insbesondere uniform. U ist als injektiver Modul direkter Summand von 
fi1 = IJiG1 Jli , als uniformer Modul also primitiver direkter Summand, aber 
zu keinem &Ii isomorph, denn U ist nach Voraussetzung nicht vollst%ndig 
uniform. 
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